Feladat 1. (1pt) Adja meg a Q — Z homomorfizmusok szdmét, és azt is, hogy
ezek koziil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Feladat 2. (1pt) Adja meg a R — Q homomorfizmusok szdmadt, és azt is, hogy
ezek koziill mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Feladat 3. (1pt) Adja meg a Zg — Z12 homomorfizmusok szdmat, és azt is, hogy
ezek koziil mennyi az injektiv, illetve a szlirjektiv.

Feladat 4. (1pt) Adja meg a Z15 — Zg homomorfizmusok szdmdt, és azt is, hogy
ezek koziil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Feladat 5. (1pt) Melyik kettd izomorf a kovetkez6k koziil: A4/[(12)(34), (13)(24)],
Ss/[(12)], Zg/Zs, Zo/3Z9? (Itt 3Zg a Zg-ben 3-mal oszthaté elemek-azon elemek,
amelyek el6allnak a + a 4+ a alakban—halmaza)?

Feladat 6. (2pt) Tekintsiik az S5 csoport H = [(123), (12), (45)] részcsoportjat.
Hény elemi H? Hatdrozza meg |¢;H N Hyg;|-t i = 1,2,3-ra, ha g1 = (23415),
g2 = (34)(12), g3 = (312)(54).

Feladat 7. (2pt) Igaz-e, hogy ha egy csoport tetszéleges normdlosztéjdnak tetszéleges
normélosztéja az eredeti csoportnak is normaélosztéja, akkor a csoport Abel-féle?

Feladat 8. (2pt) Adja meg a V — Q homomorfizmusok szamét, és azt is, hogy
ezek koziill mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Feladat 9. (2pt) Izomorfak-e az R/Z és Q/Z csoportok?

Feladat 10. (2pt) Melyik az a legkisebb elemszami G csoport, melynek van
olyan H normalosztéja, hogy H-nak van olyan normaélosztéja, ami G-nek nem
normalosztdja?

Feladat 11. (2pt) Egy G csoport g1 és go elemeit konjugdltnak nevezzik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h=g;h = go. ~ ekvivalencia relacié, ezt
ennél a feladatnal nem kell megmutatni. Mik a hozza tartozo osztalyozas elemei,
ha G = Zg, illetve ha G = Dg?

Feladat 12. (2pt) Egy G csoport g1 és go elemeit konjugdltnak nevezzik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h=gih = go. ~ ekvivalencia relacié, ezt
ennél a feladatnal nem kell megmutatni. Mik a hozza tartozo osztalyozas elemei,
ha G = S3, illetve ha G = S47?

Feladat 13. (2pt) Egy G csoport g1 és go elemeit konjugdltnak nevezzik (jelolés:
g1 ~ g2), ha van olyan h € G elem, melyre h=gih = go. ~ ekvivalencia relacié, ezt
ennél a feladatnal nem kell megmutatni. Mik a hozza tartozd osztalyozas elemei,
ha G = A7

Feladat 14. (3pt) Legyen G egy csoport, és N egy normaélosztdja. Tetszbleges g €
G esetén definidljuk a p, : G/N — G/N leképezést a kovetkezé médon: barmely
h € G-re legyen (h/N)p, := (hg)/N. Igazolja, hogy a p, leképezés jéldefinidlt.
AKkkor is joldefinialt marad, ha N-rél csak azt tételezziik fel, hogy részcsoportja
G-nek?

Feladat 15. (3pt) Tekintsiik a 14. Feladatban definialt p, leképezéseket egy N <
G esetén. Igazolja, hogy a G — Sg/N, g +— p, leképezés homomorfizmus, és
hatérozza meg a magjat.



Feladat 16. (3pt) Igaz-e, hogy a kor szimmetriacsoportja izomorf R /Z-vel? Igaz-e,
hogy van koztiik injektiv, illetve sziirjektiv homomorfizmus?

Feladat 17. (3pt) A Cayley-reprezentdciét felhaszndlva igazolja, hogy ha n paratlan
szém, akkor minden n rend{i csoport bedgyazhaté A,,-be. (Egy H csoport bedgyaz-
haté egy G csoportba, ha G-nek van H-val izomorf részcsoportja, vagyis létezik
injekt{v homomorfizmus H-bdl G-be.)

Feladat 18. (3pt) Legyen G csoport, N egy normélosztdja, valamint H < G/N.
Igazolja, hogy ha a H := {g € G : g/N € H} csoport norméloszté G-ben, akkor
H normaéloszté6 G/N-ben. (Egyébként H'-t szokds a H N-nel vett felftjtjdnak is
nevezni.)

Feladat 19. (4pt) Igazolja, hogy ha G véges csoport, H < G, akkor minden g € G
esetén gH N Hg elemszama osztja H elemszamét.

Feladat 20. (4pt) Tekintsiik a d(z,y,2) := ¢ — y + 2z hdromvéltozds miiveletet
a G Abel-csoporton. Egy A C G halmazt megdrzi a d miiveletet, ha tetszbleges
a1,as,a3 € A esetén d(ay,as,a3) € A. Igazolja, hogy az A halmazt pontosan
akkor 6rzi meg a d, ha van olyan H részcsoportja G-nek, hogy A egy H szerinti
mellékosztaly.



